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Resto di Lagrange
Vogliamo dare la dimostrazione del
Teorema
Sia f : [a, b]→ R una funzione derivabile con continuita` n volte e sia
x0 ∈ ]a, b] tale che f ′(x0) = f (2)(x0) = · · · f (n−1)(x0) = 0 e f (n)(x0) 6= 0
• se n e` pari
{
f (n)(x0) < 0 x0 e` un punto di massimo relativo
f (n)(x0) > 0 x0 e` un punto di minimo relativo
• se n e` dispari
{
f (n)(x0) < 0 f e` strettamente descrescente in un intorno di x0
f (n)(x0) > 0 f e` strettamente crescente in un intorno di x0
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Teorema di classificazione dei punti critici
Sia f(x) una funzione n+ 1 volte derivabile nell’intervallo
I e sia x0 ∈ I. Allora per ogni x ∈ I esiste un punto ξ
nell’intervallo di estremi x0, x tale che:
Rn (f(x), x0) =
(x− x0)n+1
(n+ 1)!
f (n+1)(ξ).
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Dimostrazione
Rn (f(x), x0) = f(x)− Pn (f(x), x0) = f(x)−
n∑
k=0
(x− x0)k
k!
f (k)(x0).
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Dimostrazione
Rn (f(x), x0) = f(x)− Pn (f(x), x0) = f(x)−
n∑
k=0
(x− x0)k
k!
f (k)(x0).
Scriviamo per brevita` Rn(x) al posto di Rn (f(x), x0) e osserviamo che
per costruzione si ha per ogni k, 0 ≤ k ≤ n:
R(k)n (x0) = 0.
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Dimostrazione
Rn (f(x), x0) = f(x)− Pn (f(x), x0) = f(x)−
n∑
k=0
(x− x0)k
k!
f (k)(x0).
Scriviamo per brevita` Rn(x) al posto di Rn (f(x), x0) e osserviamo che
per costruzione si ha per ogni k, 0 ≤ k ≤ n:
R(k)n (x0) = 0.
Consideriamo la funzione:
Sn(x) =
(x− x0)n+1
(n+ 1)!
.
Anche per questa funzione per k, 0 ≤ k ≤ n si ha:
S(k)n (x0) = 0.
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Applichiamo il teorema di Cauchy n volte:
Rn(x)
Sn(x)
=
Rn(x)−Rn(x0)
Sn(x)− Sn(x0)
=
R′n(ξ1)
S′n(ξ1)
=
R′n(ξ1)−R′n(x0)
S′n(ξ1)− S′n(x0)
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Applichiamo il teorema di Cauchy n volte:
Rn(x)
Sn(x)
=
Rn(x)−Rn(x0)
Sn(x)− Sn(x0)
=
R′n(ξ1)
S′n(ξ1)
=
R′n(ξ1)−R′n(x0)
S′n(ξ1)− S′n(x0)
=
R(2)n (ξ2)
S
(2)
n (ξ2)
=
R(2)n (ξ2)−R(2)n (x0)
S
(2)
n (ξ2)− S(2)n (x0)
=
R(3)n (ξ3)
S
(3)
n (ξ3)
= · · ·
=
R(n+1)n (ξn+1)
S
(n+1)
n (ξn+1)
ove ξ1 sta nell’intervallo di estremi x0 e x; ξ2 nell’intervallo di estremi ξ1
e x0 e cos`ı via.
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essendo:
S(n+1)n (x) = 1, R
(n+1)
n (x) = f
(n+1)(x),
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essendo:
S(n+1)n (x) = 1, R
(n+1)
n (x) = f
(n+1)(x),
si ha che:
Rn(x) = Sn(x) f
(n+1)(ξn+1),
che e` la tesi, ove si prenda ξ = ξn+1.
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Criterio della derivata seconda
Sia f : [a, b]→ R una funzione con derivate prima e seconda
continue e sia x0 ∈ ]a, b] . Allora se:
• f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0 si ha che x0 e` un punto di minimo
locale,
• f ′(x0) = 0, f ′′(x0) < 0 si ha che x0 e` un punto di massimo
locale.
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Dimostrazione
Trattiamo il caso del massimo. Per il teorema della perma-
nenza del segno esiste in intorno I(x0), del punto x0, tale
che, se x ∈ I(x0), si ha f ′′(x) < 0.
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Dimostrazione
Trattiamo il caso del massimo. Per il teorema della perma-
nenza del segno esiste in intorno I(x0), del punto x0, tale che,
se x ∈ I(x0), si ha f ′′(x) < 0. Usiamo il teorema di Taylor
con resto di Lagrange all’ordine n = 2, posto b = x, a = x0
esiste c ∈ I(x0) tale che:
f(x) = f(x0) + f
′′(c)
(x− x0)2
2
.
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Dimostrazione
Trattiamo il caso del massimo. Per il teorema della perma-
nenza del segno esiste in intorno I(x0), del punto x0, tale che,
se x ∈ I(x0), si ha f ′′(x) < 0. Usiamo il teorema di Taylor
con resto di Lagrange all’ordine n = 2, posto b = x, a = x0
esiste c ∈ I(x0) tale che:
f(x) = f(x0) + f
′′(c)
(x− x0)2
2
.
La tesi segue allora dal fatto che f ′′(c) < 0, infatti:
f(x) = f(x0) + f
′′(c)
(x− x0)2
2
< f(x0).
9/24 Pi?
22333ML232
Dimostrazione del teorema di classificazione
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Dimostrazione del teorema di classificazione
Con ragionamento analogo al caso n = 2 in un intorno del
punto critico, grazie al teorema di Taylor con resto secondo
Lagrange, la funzione f si scrive come
f(x) = f(x0) +
(x− x0)n
n!
f (n)(ξ)
e da qui la tesi.
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Integrale di Riemann
Chiamiamo partizione di [a, b] ogni sottoinsieme finito σ di
[a, b], con almeno due elementi, due dei quali coincidono con
gli estremi di [a, b] .
σ = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b}
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Integrale di Riemann
Chiamiamo partizione di [a, b] ogni sottoinsieme finito σ di
[a, b], con almeno due elementi, due dei quali coincidono con
gli estremi di [a, b] .
σ = {a = x0, x1, . . . , xn−1, xn = b}
La famiglia di tutte le partizioni di [a, b] si indica con il sim-
bolo Ω ([a, b]). Se σ ∈ Ω ([a, b]) l’ampiezza di σ e` il numero
reale positivo |σ|:
|σ| = max
1≤i≤n
(xi − xi−1)
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Osservazione
Se σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) sono tali che σ1 ⊂ σ2, allora |σ1| ≥ |σ2| .
In tal caso si usa dire che σ2 e` un raffinamento di σ1.
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Definizione
B ([a, b]) e` l’insieme delle funzioni f : [a, b]→ R limitate.
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Osservazione
Se σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) sono tali che σ1 ⊂ σ2, allora |σ1| ≥ |σ2| .
In tal caso si usa dire che σ2 e` un raffinamento di σ1.
Definizione
B ([a, b]) e` l’insieme delle funzioni f : [a, b]→ R limitate.
Dunque
−∞ < m := inf
y∈[a,b]
f(y) ≤ f(x) ≤ sup
y∈[a,b]
f(y) := M < +∞
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Definizione
Se f ∈ B ([a, b]) e se σ ∈ Ω ([a, b]) , σ = {x0, x1, . . . , xn} , la
somma inferiore di Darboux di f generata da σ, e` il numero
reale:
s (f, σ) :=
n∑
i=1
mi (xi − xi−1)
in cui si pone per ogni 1 ≤ i ≤ n:
mi = inf
xi−1≤x≤xi
f(x)
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a
f !a"
b
f !b"
x
y
Figure 1: Somme inferiori di Darboux
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Definizione
La somma superiore di Darboux generata da σ e` il numero
reale:
S (f, σ) :=
n∑
i=1
Mi (xi − xi−1)
ove:
Mi = sup
xi−1≤x≤xi
f(x)
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b
f !b"
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Figure 2: Somme superiori di Darboux
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Lemma delle partizioni
Siano σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) tali che σ1 ⊂ σ2, allora:
s (f, σ1) ≤ s (f, σ2) ; S (f, σ1) ≥ S (f, σ2) .
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Lemma delle partizioni
Siano σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) tali che σ1 ⊂ σ2, allora:
s (f, σ1) ≤ s (f, σ2) ; S (f, σ1) ≥ S (f, σ2) .
Corollario Per ogni σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) vale:
s (f, σ1) ≤ S (f, σ2)
17/24 Pi?
22333ML232
Verso la definizione di integrale
Da quanto precede abbiamo che se si considera la partizione
banale σ0 = {a, b} , per ogni σ ∈ Ω ([a, b]) si ha che σ0 ⊂ σ,
quindi:
m (b− a) ≤ s (f, σ) ≤ S(f, σ) ≤M (b− a)
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Verso la definizione di integrale
Da quanto precede abbiamo che se si considera la partizione
banale σ0 = {a, b} , per ogni σ ∈ Ω ([a, b]) si ha che σ0 ⊂ σ,
quindi:
m (b− a) ≤ s (f, σ) ≤ S(f, σ) ≤M (b− a)
Pertanto (assioma di completezza) esistono
sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) e inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ)
detti integrale inferiore e integrale superiore di f ∈ B ([a, b]) .
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sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) :=
∫ b
a
f(x)dx
inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ) :=
∫ b
a
f(x)dx
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sup
σ∈Ω([a,b])
s(f, σ) :=
∫ b
a
f(x)dx
inf
σ∈Ω([a,b])
S(f, σ) :=
∫ b
a
f(x)dx
Vale la relazione ∫ b
a
f(x)dx ≤
∫ b
a
f(x)dx
19/24 Pi?
22333ML232
Definizione di integrale di Riemann
f ∈ B ([a, b]) si dice integrabile secondo Riemann se:∫ b
a
f(x)dx =
∫ b
a
f(x)dx.
Il valore comune dell’integrale superiore e dell’integrale in-
feriore si denota con il simbolo:∫ b
a
f(x)dx
Chiameremo tale valore integrale di f su [a, b] . Il sottoin-
sieme delle funzioni f ∈ B ([a, b]) che risultano integrabili
secondo Riemann in [a, b] si denota con il simbolo R ([a, b]) .
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Figure 3: Integrale
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Teorema di Riemann
Condizione necessaria e suffciente affinche´ f ∈ R ([a, b]) e` che
per ogni ε > 0 esista σ ∈ Ω ([a, b]) tale che:
S (f, σ)− s (f, σ) < ε. (R)
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Teorema di Riemann
Condizione necessaria e suffciente affinche´ f ∈ R ([a, b]) e` che
per ogni ε > 0 esista σ ∈ Ω ([a, b]) tale che:
S (f, σ)− s (f, σ) < ε. (R)
Dimostrazione
Supponiamo f integrabile. Fissato ε > 0 esistono due par-
tizioni σ1, σ2 ∈ Ω ([a, b]) tali che:∫ b
a
f(x)dx− s (f, σ1) <
ε
2
, S (f, σ2)−
∫ b
a
f(x)dx <
ε
2
.
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Posto σ := σ1 ∪ σ2 per il lemma delle partizioni
S (f, σ) ≤ S (f, σ2) <
∫ b
a
f(x)dx+
ε
2
< s (f, σ1) + ε ≤ s (f, σ) + ε.
da cui la prima implicazione
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Posto σ := σ1 ∪ σ2 per il lemma delle partizioni
S (f, σ) ≤ S (f, σ2) <
∫ b
a
f(x)dx+
ε
2
< s (f, σ1) + ε ≤ s (f, σ) + ε.
da cui la prima implicazione
Viceversa ammettiamo che (R) sia soddisfatta e facciamo vedere che
f ∈ R ([a, b]). Se σ ∈ Ω ([a, b]), allora:
s (f, σ) ≤
∫ b
a
f(x)dx ≤
∫ b
a
f(x)dx ≤ S (f, σ) .
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Posto σ := σ1 ∪ σ2 per il lemma delle partizioni
S (f, σ) ≤ S (f, σ2) <
∫ b
a
f(x)dx+
ε
2
< s (f, σ1) + ε ≤ s (f, σ) + ε.
da cui la prima implicazione
Viceversa ammettiamo che (R) sia soddisfatta e facciamo vedere che
f ∈ R ([a, b]). Se σ ∈ Ω ([a, b]), allora:
s (f, σ) ≤
∫ b
a
f(x)dx ≤
∫ b
a
f(x)dx ≤ S (f, σ) .
Da (R) viene che
0 ≤
∫ b
a
f(x)dx−
∫ b
a
f(x)dx ≤ S (f, σ)− s (f, σ) < ε.
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Per l’arbitrarieta` di ε, allora:∫ b
a
f(x)dx =
∫ b
a
f(x)dx,
quindi f ∈ R ([a, b]).
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Figure 4: Teorema di Riemann
